ESPONENTI DI LIAPUNOV

e Sistemi a tempo discreto, mono- e multi-dimensionali
e Problematiche di calcolo

e Sistemi a tempo continuo
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MAPPE MONO-DIMENSIONALI

Consideriamo
o il sistema a tempo discreto X(t+1) = f (x(t)) di ordine n=1
e una sua traiettoria “nominale”  {x(0), X(1), X(2),---}

e una sua traiettoria “perturbata” {X(0),X(1),X(2), -} che parte da X(0) = x(0) + x(0)
“vicino” a X(0)
x(t)

Poiché
0 %M
X(1)—x(@) = f(x(0)) - f(x(0)) x(0) .
— £/(x(0))(X(0) = X(0))+ .. xw W

ol 7§ 2z 3 4 5

ne segue che |f'(x(0))| e’ il tasso di espansione/contrazione della differenza iniziale ox(0)
(se infinitesima) tra le due traiettorie.
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Dopo 1 istanti di tempo

t
X (1) —x(t) = f1(X(0)) - f'(x(0)) = {%} (X(0)—x(0))+...
x(0)

= {F/(x(t~D) (x(t—=2))-- F (X(O)}(R(0) ~X(0))+...

Se 0x(0) & infinitesimo, per t — o il tasso medio di separazione delle traiettorie
perturbate vale, sui tempi lunghi

o) = lim| /(e ~D) (x(t~2))- £ (x(O) "
Risulta allora |OX(t)| — (hx(o))t ox(0)|, oppure

ox (1) — e [3x(0)

dove Ly(g) =Inhy(g) & I'esponente di Liapunov della traiettoria che parte da X(0).
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Riassumendo, I’esponente di Liapunov vale

Lo = lim In[f'(x(t—2)) + In|f"(x(t —2)) +...+ In| f'(x(0)) _t||m Zm“ (x(k))
t—0 t k =0

Dimensionalmente, la sua unita di misura € I'inverso dell’unita di tempo.

e Se I—x(O) >0 : lungo la traiettoria y che parte da X(0), le traiettorie vicine

(mediamente) si allontanano da .

e Se Ly) <0: lungo la traiettoria y che parte da X(0), le traiettorie vicine

(mediamente) si avvicinano a .
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Esempio: mappa logistica, X(t+1) =rx(t)1-x(t))

,1
Se r=2.5, I’equilibrio X=(r-1/r & | /
asintoticamente stabile, poiché lo Jacobiano vale
f'(X)=r—-2rx=2-r=-0.5 ) 1
Da qualunque X(0) € (0,1), la traiettoria tende a X,
per cui o xf‘,o_:_ —4/'2 x(o) 1
It X (%)
Lyoy = lim = In|f'(x(k))=In[f'(X)=In0.5<0
xo) = Nim ° D oI x(k)) = Inff'(x)

Nota bene: quando la traiettoria tende asintoticamente ad un equilibrio X, Lx(O) coincide

con il logaritmo del modulo dello Jacobiano.

X (iperbolico) asintoticamente stabile = Lx(O) <0
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Esempio: mappa “a tenda”

1) = 2X(t) se x(t) <1/2
Xt )_{2(1—x(t)) se x(t) > 1/2

x(tw)

Poiché | f'(X)| = 2, per qualunque x(0) € (0,1) risulta

Ly = Jim %Zic)m\ £(x(k)) = I £/(x) = In2 > 0
X ()
Attenzione:

e non ci sono ne equilibri ne cicli stabili
X(t)=1/2 = x(t+1) =1 = x(t+k)=0 per k >1 (grazie alla non reversibilita!)
x(t)=(2m+1)/2, m=0,....2" -1 = x(t+k)=1/2 per k>1

le condizioni iniziali che finiscono in X =0 sono dense in (0,1)!

e e sono anche le sole rappresentabili in un calcolatore!
e sono anche dense (0,1) le c.i. che appartengono a cicli (di qualsiasi periodo)!

e sono infinitamente di piu (non numerabili) le c.i. per cui la traiettoria € non periodica.
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Se la traiettoria € non periodica, I'esponente di Liapunov pud solo essere ottenuto
numericamente (salvo eccezioni — vedi mappa a tenda).

Si calcola la traiettoria {X(0), X(1), X(2),---} e, nello stesso tempo, si calcola la stima
~ 1t ,
Lt x(0) ~3 k:oln‘f (X(k))‘

finché non si osserva che, al crescere di 1, quest’ultima converge.

Esempio:
. 0.004
~ 0002
0.4 - b
+
L 0.000
~
0.3 - ' '
0 50000 100000
0.2 - La stima dell’esponente di Liapunov converge, al
crescere di t, ad un valore positivo.

0.2 0.3 0.4 0.5

Yk
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MAPPE MULTI-DIMENSIONALI

Consideriamo ora il sistema a tempo discreto X(t +1) = f(x(t)) di ordine n qualunque.
Prendiamo una sfera (infinitesima) di stati iniziali, centrata in X(0). All'istante t,
la sfera si & trasformata in un ellissoide: 5_-1:

sfera: ox(0)" 1 ox(0) = &2 P o
ellissoide: OX(t) ' E, ox(t) = g2, E,.=E' >0
infatti noi sappiamo che

ox(t) = J(x(t=1))J (x(t=2))--- I (x(0))ox(0) = H, 4¢)0X(0)

quindi E, = (Ht_,)l((o) )T Ht_’)l((o) soddisfa I'’eq. dell’ellissoide.
I semiassi dell’ellissoide sono gli autovettori Vt(i) di E,

Etvt(i) = A4 (t) Vt(i) , 0<A4 (M) <A{M)<---<A4,(t) (E, & genericamente def. pos.)
e hanno lunghezze F(t) =HVt(i)H ; (Vt(i))T Etvt(i) =%, ovvero

ri(t)=f9/\//1i(t :5\//1i[HtT,x(0)Ht,x(0)] :go-i[Ht,x(O)]’ L) 2n(t)=---=r(t)

(4 [-]/0'i [[] indica I'l -esimo autovalore / valore singolare della matrice in parentesi).
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Sui tempi lunghi (1 = o), i tassi di crescita medi lungo N direzioni ortogonali sono quindi
dati dai “numeri di Liapunov”

[ﬂjﬂt (rz(t)]llt (rn_(t)jl/t
n(0)) (R(0)) = \r©)

Gli Esponenti di Liapunov (EL) sono definiti come

1/t
Li x0) = Inllm( ()j _I|m—In\//1 [H X(O)Htx(o)] _I|m Ina[ tx(o)] i=12.....n

tow\ g t—owot

Sono quindi N numeri reali, che risultano ordinati in senso decrescente:

L1 x(0) = L2,x(0) - 2 Ln x(0)

Un’espressione alternativa (ma equivalente in segno) per gli EL, meno interpretabile
geometricamente, ma che gode di interessanti proprieta (p.e. rende gli EL invarianti ai
cambi di base!):

LI X(O) Ilm |n‘ﬂ| [H | :1,2,...,n

Nota bene: ¢,[M]= ‘ﬁ,i[M]‘ seesolose MM' =M'M (matrici dette normali perché

diagonalizzabili da una matrice unitaria)
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Geometricamente, le quantita eXp(Li,x(O)) rappresentano quindi il tasso di crescita medio
della distanza 0x(0) dalla traiettoria nominale (=che parte da X(0)) lungo n direzioni

ortogonali.

o exp(Lyx(0)) € relativo alla direzione di “massima crescita” (direzione 1)

. eXp(Lz’X(O)) e relativo alla direzione di “massima crescita”, tra quelle ortogonali alla

direzione 1 (direzione 2)

. eXp(L3’X(O)) e relativo alla direzione di “massima crescita”, tra quelle ortogonali alle

direzioni 1 e 2 (direzione 3)

e ...ecosiviafinoan.
‘Ft

7T
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Nota bene: qualsiasi sia 0X(0), & generico attendersi una componente non nulla di X(t)

lungo I, (t) (cid non capita se 0X(0) & ortogonale alla direzione che si trasforma in 1;(t)),
quindi sui tempi lunghi (1 > o) risulta

lox(t)] — e 4@ Y ax(0)|

perché tutti gli altri esponenziali risultano trascurabili. Il primo (=massimo) esponente di
Liapunov determina se, mediamente, traiettorie (infinitamente) vicine si allontanano

(Ly,x(0) > 0) o si avvicinano (Ly x(g) <0).

X(°)+a"(°) x(0)+dx (o)

x (o)
L"'l ,% (o) <o
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Nota bene: in un sistema di ordine N, il tasso di espansione/contrazione dei volumi M-

dimensionali (M < N), mediato lungo la traiettoria, vale
eXp(Smx0)), dove Sy x0) = L1x(0) + L2.x©0) +---+ Lm.x(0)

e la somma dei primi m EL.

)
<

Lytl,4ls ) E
e(f"z"‘ s)
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CALCOLO DEGLI ESPONENTI DI LIAPUNOV

Se il sistema & di ordine N >1, calcolare gli EL usando direttamente la definizione

- 1/ .1
Liey = I lim(r (©) = timEiny 4 [HT o Hexo =limnoiHog ]| 212,00

t—oo {
e numericamente instabile (H;, o = J(X(t —1))J(X(t —2))---IJ(x(0)))-

Se vi sono almeno una direzione di espansione (le(O) >0) e una di contrazione

(Ln,x(O) <0), al crescere di t il maggiore degli f (t) viene ad essere molti ordini di
grandezza piu grande rispetto al minore.

La precisione finita del computer produce allora significativi errori di calcolo.

Sono disponibili vari algoritmi di calcolo numericamente stabili.

*':-""”'.:‘i C. Piccardi e F. Dercole — Politecnico di Milano - 06/12/2012 13/18




Un algoritmo per il calcolo degli EL della traiettoria {X(0), X(1), X(2),---}.

passo 0) Poni K = 0. Definisci la base ortonormale

e =L 0 - 0]
e, =[0 1 - 0]

e,V =0 0 - 1]
e la condizione iniziale x™ = x(0).

passo k) Per ciascuna delle N condizioni
iniziali 5X(')(0):ei(k), calcola I'evoluzione
della dinamica linearizzata Ilungo Ila
traiettoria nominale
KD (t+1) = I(x()xV (1)

(la traiettoria nominale €& definita da
x(t+1) = f(x(t)) con x(0)=x*) finoat=7
prefissato (piccolo!), ottenendo cosi gli N
vettori v, = &0 (7).
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Quindi (procedura di Gram-Schmidt) definisci una nuova base ortonormale ei(k+l):

k
o, (k+1) _ (k) ﬂ
||v1‘ ) ||

| &L
o 1) — w, ) g () ), (KD

|| V! —<v2<k> -eﬁk“))el(k“) [

I denominatori sono i tassi di espansione/contrazione lungo le N direzioni ortogonali della

L : k . ,
nuova base. Indichiamoli con Ni( ) & memorizziamoli.

Poni X =x(zr), k+1—k e ritorna al passo k.

1

Dopo I passi, la stima degli EL & datada L; =lim IH(HN (k)] = IIm—ZIn N: (k) .

r—o0 kel r-o 1
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SISTEMI A TEMPO CONTINUO

Consideriamo ora
e il sistema a tempo continuo X(t) = f (X(t)) (di ordine n qualunque)
e lo stato inziale X(0)

E’ possibile definire una “mappa di periodo T ” che, ad ogni stato X, associa lo stato dopo
T istanti di tempo, vale a dire

X((k+1)T)=F(x(kT)), T >0 arbitrario

~

Si tratta di un sistema a tempo discreto, di cui possiamo calcolare gli EL: Ly, Ly, L.

Gli EL di X(t) = f (x(t)) saranno dati da: Lj = Ei IT,1=12,...,n.

(ox(kT)| — e X ax(0)] = e @ T Jax (o))

Nota bene: in teoria, pud essere scelto qualunque T > 0. In pratica, per problemi di
stabilitd numerica dell’algoritmo di calcolo, & necessario scegliere T piccolo (o
adattativo).
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Esempio: circuito di Chua

E’ una rete elettrica con 3 elementi reattivi (quindi N = 3) e un elemento non lineare:

RN d’vc 1
e Cy dt 1= E(‘UC, - ’vc,) - 9('001)
e B dve 1
C 2 = — - )
— Ve, Vep T2 = 2=gt =~ WV Tve) i
G € diL
i

,i_R =g(Vey)

Normalizzando le variabili di stato e i parametri, e scegliendo per I'’elemento non lineare
una caratteristica tensione-corrente cubica, si ottiene:

X =oz(y—ax3

V=X—-Yy+12

2=y

—CX)

* C. Piccardi e F. Dercole — Politecnico di Milano - 06/12/2012

17/18



Per opportuni valori dei parametri, si ottiene una traiettoria non periodica:

\ 1 |J “ l N” {

L
20 11 EEI BEI 1EIEI WZEI MEI 1EEI 1EEI 200

08
1]

serie temporali di X,Y,Z traiettoria nello spazio di stato
Calcolo degli EL: si noti che risulta e

L1>O, LzEO, L3<O

0 50 100 150 200 250 300 350 400
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